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Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н О Е Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е Д А В Л Е Н И Я 
В М А Г И С Т Р А Л Ь Н О М Г А З О П Р О В О Д Е П О Д З Е М Н О Й 
П Р О К Л А Д К И С У Ч Е Т О М Т Е П Л О В Ы Х И Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х 
Э Ф Ф Е К Т О В 
Розглядаються слабо нестаціонарні неізотермічні керовані процеси транспорту газу, що дозволяє 
використати ряд спрощуючих припущень про характер течії. Пропонується інтегрально-
різницева модель розподілу тиску газу вздовж трубопроводу, одержана на основі методу малого 
параметра і декомпозиції крайової задачі в рамках операційного числення. Рекурентні процеду¬
ри послідовного інтегрування можна реалізувати як стандартними методами, так і на основі по¬
передньої апроксимації ядер інтегральних операторів та їх аргументів. 
В в е д е н и е . Развитие современных систем оперативно-технологического 
управления магистральными газопроводами (МГ) требует постоянного совершен­
ствования соответствующего математического обеспечения [1-4]. Предлагаемая 
модель представляет собой модификацию с учетом дополнительных факторов из­
вестных интегрально -разностных уравнений нестационарньгх изотермических по­
токов в МГ [5, 6]. Трансформация основана на декомпозиции краевой задачи по 
малому параметру [7] в рамках операционного исчисления [8]. 
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Постановка задачи и ее упрощение. Нестационарное неизотермиче­
ское течение газа в МГ при обычно вводимых упрощениях [1-3] описывается 
квазилинейной системой дифференциальных уравнений 
+ zRT А = 0; (1) 
dt dx 
dt dx 2D p 
zRTq dt dx DCpq Cpq dt 
при начальных и граничных условиях 
0 < x <L: T(x,0) = T,(x); q(x,0) = q,(x); p(x,0) = p,(x); (4) 
t > 0: T(0,t) = Tb(t); p(0,t) = p w(t); p(L,t) = pM(t). (5) 
Здесь p = p(x,t) - давление; q = q(x,t) - удельный массовый расход; 
T = T(x,t) - температура; x - координата вдоль трубопровода; t - время; R -
газовая постоянная; z - коэффициент сжимаемости; L и D - длина и диаметр 
трубопровода; X - коэффициент гидравлического сопротивления; CP - удель­
ная теплоемкость; K - коэффициент теплопередачи; T* = T*(x,t) - температура 
окружающей среды (грунта); T(x), q,(x), p,(x), и Tb(t), pb0(t), pM(t) - функции, 
определяющие соответственно начальные и граничные условия. 
В отличие от [5,6], где используется линеаризация задачи в изотерми¬
ческом приближении, предлагаемый подход реализует ее декомпозицию как 
по скорости протекания процессов гидродинамики и теплообмена, так и по 
величине вклада отдельных факторов в реакцию системы. 
Ограничиваясь рассмотрением случая течения охлажденного газа (по 
технологическим соображениям приблизительно до температуры грунта 
T ~ T*) и считая температуру окружающей среды постоянной T* = const, мож¬
но представить слабо нестационарные неизотермические управляемые про¬
цессы в МГ как наложение стационарного изотермического режима (основ¬
ной фон) и нестационарных неизотермических возмущений. В результате 
краевая задача (1) - (5) принимает упрощенный вид, допускающий расщепле¬
ние по малому параметру £=72D/(L) = КГ1 +-10_2 [9]. Соответствующий 
расчет теплового режима представлен в статье [10], поэтому в данной работе 
рассматривается только решение гидродинамической подсистемы (1), (2). 
Если ввести безразмерные переменные 
p =—• q = —• T =—• f = —• x=—• t = C0L 
p / q<>' T<>' * T<>' L L 
и представить начальные и граничные условия как 
0 < x < 1: T(x,0)=1 + eT ( 1 )(x) ; q(x,0)=1 + eq(1)(x) ; 
0 < x < 1 : p(x,0)= p0(x)+ гp(1)(x) ; (6) 
t > 0 : T(0,t)= 1 + гТ}1)() ; 
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г > О : р\1 (о,!)= Ро(о)+ерЬО)((); р ( м ) = РО(1)+еРА(11)((), (7) 
где первые слагаемые соответствуют основному фону, а вторые слагае­
мые отражают его возмущения, тогда можно получить краевую задачу для 
уравнений неразрывности и движения 
д р + т •дд-
д ! дх 
•О ; 
др дд _ . 




при начальных и граничных условиях (6), (7). 
Здесь р о(х), д0 и Т0 - значения давления, удельного массового расхода и тем­
пературы при основном стационарном режиме; рс = с0д0 - некоторое характерное 
давление; со = ^гЯТо - скорость звука в газе при основном стационарном режи­
ме; а =у1\Ь/(20) - постоянный коэффициент; ф = ф(х, !) = а2 Тд/р - пере­
менный коэффициент. Причем учтено, что до = 1; То = 1. 
Для упрощения записей в дальнейших выкладках знак черты над безраз¬
мерными переменными опущен. 
От гидродинамической системы (8), (9) можно перейти к одному теле¬
графному уравнению относительно давления. Продифференцировав уравне¬
ние (8) по , а уравнение (9) - по х и исключив саму переменную д и ее произ-
дд д 2 д 
— и —— 
дх дхд водные 
можно получить 
д 2 р а д 2 р а 
Эх2" 8 Т "д?" 8Т 2 '~дГ'~д! 
дТ др 1 дф др 
ф дх дх 
_ е а - д ф - . д д _ ф . д р = о 
ф дх дг Т д! ' 




Учитывая также малость 
д 2 р 
д Т уравнение (1о) можно записать в виде 
а дф др _ а д
2 р 2 а2 дТ др 
дх2 _ е Т " д Т 2 - + е Т е-Т 2 д! д! "ф дх дх 
а2 дф дд ф др 
е2 ф дх д Т д о. (11) 
Используя разложения 
Т (х,! )= Т ( о ) + еТ ( 1 ) + е 2 Т ( 2 ) +... ; (х, ) 
д(х, !)-- ,(о) + ед ( 1 ) + е 2 д ( 2 ) +... ; ф(х, г) = ф ( о ) + еф ( 1 ) + е 2 ф ( 2 ) 








 ( 1 ) Ч ( 0 ) + Т ( 0 Т




р ( 1 ) 
р р р 
можно получить рекуррентную последовательность краевых задач для 
р ( п ) п = 0,1,2,... . 
Из практических соображений достаточно ограничиться расчетом до 
первого приближения 
р = р ( 0 ) + е р ( 1 ) . (12) 
П о с т р о е н и е и н т е г р а л ь н о - р а з н о с т н о й м о д е л и р а с п р е д е л е н и я д а в л е ­
н и я . Нулевому приближению соответствует основной стационарный изотер­
мический режим [1-3] 
г . _ 1; Т(0)_ 1; р ( 0 ) _р0 (хНР0 2 (0 ) - (р 2 (0 ) -р 2 (1 ) )х (0) (0) (13) 
При д 0 > 0 стационарное давление р 0(х) - монотонно убывающая функ­
ция. Для упрощения в уравнении (11) можно сделать замену х — и, где 
и = (Р0(х)) 3 / 2. 
3/2 3/2 
Тогда, обозначая и 0 = (р 0(0)) , и 1 = (р 0(1)) и выражая производную 
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2 - 2/3 . 
- а и ' ; 
д ди 
2 - 2/3 \ 4 -
а и ' )_а и йх р 2 йх 
В результате уравнение (11) принимает вид 
д 2 р 4и 2 / 3 д 2 р 4и 2 / 3ф др е а дф др 
1дит ~е ° 9а 3 Т д / 2 
+ е 2 
9а 4Т 
4 и 2 / 3 
Ф ди ди 
а др 
• е — + 
3и ди 
9 а 2 Т 2 д/ д/ 
дТ др + е 2 2и 1 / 3 дф дч 
3ф ди д/ 
= 0, (15) 
где введением множителя е учтена также малость пятого слагаемого. 





Э2 р ( 1 ) 4и2'3 Э2 р ( 1 ) _ _4_ др^+ 2аи 4 3 = 
ди2 9а4 ' Эґ2 9а2' Эг + 9 
0. (16) 
Следует подчеркнуть, что в соотношении (16) оставлен малый член со вто­
рой производной по времени 
Э2 р ( 1 ) 
Эґ2 
, который отражает волновой характер иссле­
дуемого процесса. Его отбрасывание соответствует сингулярному возмущению 
исходного уравнения - переходу от гиперболического типа к параболическому, 
что не позволяет адекватно описать начальный период времени протекания про¬
цесса и приводит к неустойчивым при ґ — 0 вьічислительньгм процедурам. 
Усредняя малый коэффициент при этом дополнительном члене, уравне¬
ние (16) можно представить в виде 
Э2 р
( 1 ) Э2 р
( 1 ) Э р ( 1 ) 
Э - р а 2 а 2 + а 3 и -43 = 0 , (17) 
Эи2 1 1 Эґ 
где постоянные коэффициенты а1, а2, а3 определяются выражениями 
2 
а, = 
4и 2 ' 3 Ї 4и 2 ' 3 1 
9а4 
/сР 
9а4 и 0 _ и. 
: 15а (и0 _ и 1) 
4 _ _ 2а 
2 9а 2 3 9 
Краевые условия для первого приближения 
и 1 < и < и 0: 0)= 
( и 0 ! 3 _ и43 \ 
и/3. И / 3 
(18) 
(19) 
Преобразуя уравнение (17) по Лапласу [8] с учетом начальных условий 
(18), можно построить его операторное изображение 
Э 2 Р ( 1 ) ( и , ^ 2 2 р ) + 2 (1) ( и




4/з _ 4/з І' " і 
1Лг\ ІЛ 
+ 12 х 
( и 1 - и А 1_а 2 ^. р ( 1 ) (и ,^) + а 2 -р(0 | 
0 "1 у 
( и4'3 _ и4'3 ) 
и 
4 3 _ и 4 3 4 3 _ и, 4 3 и 
І а 3 и - 4 3 = 0 , ( 2 0 ) 
где Р ( 1 )(и,5) - изображение давления. 
Для учета волнового характера течения достаточно ограничиться наличием в 
уравнении (20) только второго слагаемого, а третье и четвертое, как менее значи¬
тельные, отбросить. В результате получается операторное уравнение 
у 2 -Р ( 1 )(и,5) + 2в(и)= 0 , 
о результате 




у = а ^ + 2 а ) ; а = ; в(и)=^ - р,(1)1 
( и^ъ _ и 4 3 \+ и_4^ 
1 2 и и 4 3 _ и, 4 3 1 2 
Решение уравнения (21) без учета граничных условий (19) можно пред¬
ставить в следующей нетрадиционной симметричной форме 
и 
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Р{-}(и, s ) = A(s } ехр(- у(и0 - и ))+ В(s } ехр(- у(и - их))+ 
+ f - ехр(-у(и - 9))G(e)J9 + f - е х р ( - у ( е - и ))G(e)de , ( 2 2 )  
J у у 
в чем легко убедиться непосредственной проверкой. К выражению (22) 
можно прийти с помощью метода вариации произвольных постоянных. Такая 
форма записи изображения позволяет получить достаточно простые оригиналы. 
Здесь A(s) и B(s) - произвольные функции, оригиналы которых a(t) и b(t) 
принимаются за новые вспомогательные переменные, называемые волновы­
ми [5,6]. Для их нахождения используются граничные условия (19): 
A(s)+B(s>ехр(-у(и 0 - и-))+ f - ехр(-у(и 0 - e))G(()de = P®(s) ; (23) 
и у 
0 -
A(s )-ехр(-у(ио - и-))+ B(s)+ f - ехр ( -у ( е -и- ))G(e)de = P^s) , (24) 
и ,
 у 
где Pb(0)(s) и Pb-)(s) - изображения заданных граничных условий. 
Используя табличный оригинал [8] 
е х р ( - W s ( s + 2 а ) ) = е х р ( - a t ) . 7о f a / t ^ h 2 W - h) 
•yjs(s + 2a) • V / 
непосредственно и дифференцируя его по параметру h с учетом равенст¬
ва d d 0 ( t ) = I- (() и применяя интеграл свертки, можно в уравнениях (22) - (24) 
dt 
перейти во временную область и получить рекуррентные интегрально-
разностные соотношения для давления и волновых переменных 
р(и, t)= и 2 3 + еR(t, a1 (и0 - и)) a(t - a1 (и0 - и)) + еR(t, a1 (и - и1 ) ) х 
t - a 1 ( и 0 - и ) 
х b(( - a1 (и - и1 ) )+еп( ( - a 1 ( 0 - и)) f S(t - т, a 1 ( 0 - и))a(т(dт + 
0 
t-a-( - - ) 
+ е п ( ( - a 1 ( и - и 1 ) ) fS(( -т , a 1 ( -Щ))Ь(Т (С11 + 
0 
и и0 
+ е f T((, a 1 (и - e)) G(e)de + е f T((, a 1 (e - и)) G(e)de; ( 2 5 ) 
и- и 
a(t) = РЬ0((() - R((, a- - и-)) b(() - T|(( - a- (0 - и - ))x 
t-a-( 0 - - ) 0 
х 
f S(( - т, a - (м0 - щ)) b (r)dT - f T ((, a - (и0 - e)) G(e)de ; ( 2 6 ) 0 и , 
b(t)= pb i )(t)- R(t, a - (и 0 -щ))a(t)- n ( t -a - (и 0 -щ))x 
f S(( - т, a - (и0 - и )) a(r)dT - f T((, a - (e - щ)) G(e)de, (27) 
t- a- - и - ) и 0 
х 
0 и 
причем a(t) = 0 и b(t) = 0 при t < 0. Здесь учтено (!2) - (-4). 
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Вспомогательные функции R{t,h), S(t,h), T{t,h) определяются выражениями 
R(t, h)= exp(-ah)n((-h) ; S(t, h)= a h e x p ( - a t ) / / a V t ^ - h 7 ; 
V t 2 - h 2 V ) 
T(t, h) = —exp(-at)l0|Wt2 - h 2 jr|((-h). 
Здесь 
/ \ I1, t > 0 
n(t) - единичная ступенчатая функция Хевисайда: n(() = j 0 t < 0 ; 
I0(t) и I1(t) - модифицированные функции Бесселя нулевого и первого 
порядков. 
В правые части соотношений (25) - (27) искомые величины входят с за­
паздыванием. Расчеты сводятся к последовательному интегрированию. 
З а к л ю ч е н и е . Предложенная интегрально-разностная модель позволяет оп­
ределить давление в любой точке МГ в произвольный момент времени. Вычисле­
ние квадратур можно осуществить стандартными методами. Однако учет специ¬
фики задачи позволяет значительно упростить вычислительный процесс и повы¬
сить его быстродействие. Поскольку давление и волновые переменные меняются 
значительно медленнее соответствующих ядер интегральных операторов, то дос¬
таточно использовать их кусочно-линейную аппроксимацию. При этом сами ядра 
можно аппроксимировать частичной суммой экспоненциального ряда. Соответст­
вующие процедуры обсуждаются в [6]. 
Сравнение результатов расчета распределения давления газа вдоль МГ 
подземной прокладки при слабо нестационарных управляемых процессах по 
предложенным соотношениям (25) - (27) с принимаемым за эталонное анало¬
гичным распределением, полученным конечно-разностными методами на ба¬
зе исходной модели (1) - (3), показывает, что относительная погрешность не 
превышает 5% +-10%. В дальнейшем предполагается расширить область при¬
менения предложенного подхода за счет учета в модели неизотермичности 
основного стационарного режима и изменения температуры окружающей 
среды вдоль трассы МГ. 
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О Б Р А Т Н А Я Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н А Я З А Д А Ч А Т Е О Р И И 
У П Р У Г О С Т И Д Л Я Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й О Б О Л О Ч К И 
Представлено стійке до похибок чисельно-аналітичне рішення некоректної оберненої задачі з 
ідентифікації закону зміни за часом нестаціонарного імпульсного навантаження, яке діє на круг­
лу циліндричну оболонку скінченної довжини. Осесиметричний рух шарнірно-опертої оболонки 
в межах пружності моделюється на підґрунті уточненої теорії С.П.Тимошенко. 
Numerically analytical solution of the ill-posed inverse problem in identification of the changing in 
time regularity of non-stationary impulsive loading steady to errors which affects the round cylindrical 
shell of a finite length is given. Axisymmetric movement of a joint-supported shell in the limits of elas­
ticity is modelled grounded on S.P.Timoshenko's specified theory. 
П о с т а н о в к а п р о б л е м ы 
В настоящее время интенсивно развивается исследование напряженно-
деформированного состояния (НДС) тел, находящихся под действием им­
пульсных нагрузок. Важное место в исследованиях параметров НДС ответст­
венных элементов конструкций и сооружений занимает решение проблем, 
связанных с определением действующего импульсного нагружения, а также с 
управлением их деформированием. 
А н а л и з и с с л е д о в а н и й и п у б л и к а ц и й 
Укажем некоторые публикации, непосредственно относящиеся к вопросу 
освещаемому в настоящей статье. В [1,3] рассмотрены построение математиче­
ских моделей и методов исследования НДС (прямые задачи) при деформировании 
элементов конструкций цилиндрической формы. Авторы монографии [2] рас¬
смотрели некоторые конкретные прямые и обратные задачи для цилиндрических 
тел. Несмотря на важное практическое приложение обратных задач по идентифи¬
кации нестационарный нагрузок, они разработаны недостаточно. Остаются не 
изученными вопросы определения закона изменения импульсного нагружения на 
цилиндрическую оболочку при ее осесимметричном деформировании. 
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